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Que yo sepa este es el país del "Que inventen ellos" y el de la "tiranía de los laboratorios", por citar a dos clásicos; el país que jamás ha tenido ciencia y la ha despreciado o incluso perseguido; el que sigue gastando en I+D menos de la mitad que sus vecinos; el mismo en el que la mayoría de los estudiantes eligen precisamente carreras de humanidades. Un país que ha tenido y tiene excelentes filólogos, historiadores o juristas por no decir novelistas o poetas, pero pocos químicos o ingenieros y cuando tiene algún físico prometedor este acaba de Secretario General de la OTAN, actividad muchos menos útil para la humanidad. En fin, que das una patada en el suelo y sale una docena de humanistas pero necesitas linterna para encontrar algún científico. Puede que me esté dejando empujar por cierta manía a llevar la contraria pero, ¿de verdad necesitamos aun más humanidades? Sé que es una boutade, pero si sustituyéramos la historia, siempre discutible y siempre sagrada, por la ciencia, casi el único lenguaje universal que conozco, ¿no contribuiríamos más a racionalizar actitudes y sentimientos? Sospecho que, más que preocuparnos por la ciencia de las humanidades deberíamos ocuparnos de las humanidades de la ciencia, es decir, del futuro, tarea de todos, y no del pasado que, ese sí, es tarea de historiadores.

Emilio Lamo de Espinosa (El País, 17 de julio de 2000).

Si queremos que los estudiantes de hoy participen en el futuro de una ciudadanía activa, si pretendemos que sea cosa de todos la solución racional de los grandes problemas socioculturales y ético-políticos que nos acucian, y en los que la ciencia y la tecnología juegan un papel fundamental, parece ineludible que el sistema educativo garantice una cultura científica sólida para el conjunto de la población escolar. Se requiere, pues, más y mejor educación científica. Hay que lograr, como acertadamente nos recuerda Fernández Buey, que el estudiante sea un amigo de la ciencia. Con semejante finalidad se han elaborado los materiales incluidos en este libro. Se trata de Unidades Didácticas perfiladas al amparo del actual conocimiento científico, del descubrimiento de los propios alumnos y conocido enfoque Ciencia-Tecnología-Sociedad, uno de cuyos objetivos principales reside, como se sabe, en la formación de ciudadanos alfabetizados científica y tecnológicamente, capaces de tomar decisiones bien informadas y de actuar de manera responsable en este mundo nuestro socialmente organizado. Para ello resulta imprescindible que los estudiantes entiendan de forma crítica, y en un nivel divulgativo, el mundo científico-técnico en el que viven. Lo que en la actualidad se ha acuñado con el cursi epígrafe de competentes.
Las Unidades que siguen esta línea no ponen el énfasis en los conceptos tradicionales de la ciencia, sino en los contenidos, a veces conceptuales, pero en muchas ocasiones referidos a procedimientos y actitudes, que sean coherentes con los fines que persiguen. Se aboga, pues, por incluir aspectos de la ciencia que los estudiantes puedan aplicar a su propia vida sin necesidad de que transcurra mucho tiempo; también por contener ciertos fenómenos naturales y culturales que posibiliten al alumno descubrir el atractivo, la novedad y el valor del trabajo científico y en los que adquieren especial relevancia las implicaciones tecnológicas y sociales.

Y en esto estamos….







Departamento de Física y Química
                                                                                         IES Ramón y Cajal. Zaragoza
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PRIVATE 
CINEMATICA
¿Qué vamos a estudiar?
Estudio del movimiento 

-  Un poco de repaso de primero
-  Sistemas de referencia inerciales. Carácter vectorial de las magnitudes que intervienen en la descripción del movimiento.

- Estudio de los movimientos rectilíneos uniforme y uniformemente acelerado y circular uniforme.

-  Aportaciones de Galileo: superposición de movimientos. Lanzamientos horizontal y oblicuo.

- Aplicación a situaciones de interés: caída de los cuerpos, lanzamientos en deportes, educación vial, etc.

- Comprobación experimental de la independencia de los movimientos (hipótesis de Galileo) en el lanzamiento horizontal.

Un poco de repaso.

CINEMATICA EN UNA DIMENSION

INDICE

1. Introducción.

2. Carácter relativo del movimiento: sistema de referencia. Sistema de referencia inercial
3. Magnitudes necesarias para la descripción del movimiento

3.1. Determinación de la posición.

3.2. Cambio de posición: desplazamiento.

3.3. Velocidades media e instantánea.

4. Movimiento rectilíneo uniforme. 
5. Nuevas magnitudes: aceleraciones media e instantánea.

6. Movimiento rectilíneo uniformemente variado.

1. INTRODUCCION

Actividad 1
Pon ejemplos de objetos en movimiento.

Actividad 2
¿Qué se entiende por movimiento?.

Actividad 3

CINEMATICA

Desde que nacemos, podemos observar, con la ayuda de los sentidos, las transformaciones que se producen a nuestro alrededor y en nosotros mismos. Estos cambios son de muy distinta complejidad, desde el simple des​plazamiento de un objeto hasta la formación de una estrella o el crecimiento de un ser vivo. En el lenguaje ordinario la idea de la transformación de la materia está relacionada casi exclusivamente con los procesos químicos. Para nosotros esta idea tiene un significado mucho más rico y comprende también proce​sos tan sencillos como el cambio de posición de un cuerpo. Así pues, el concepto de movimiento equivale, en su más amplio sen​tido, a una transformación de la materia. 

La cinemática describe los movimientos sin abordar sus aspectos causales, los cuales son objeto de otra parte de la Física: la dinámica.  

La cinemática responde a la necesidad que tiene el hombre de saber cómo son los movimientos de los cuer​pos; en unos casos para poder influir sobre ellos, como en la artillería, la astronaútica o el control de ferrocarriles; en otros, para poder predecir sucesos como los eclipses o las mareas producidos por el movi​miento de los astros. Históricamente, la cinemática moderna nace con los trabajos de Galileo en el estudio de los movimientos rectilíneos. 

2. CARACTER RELATIVO DEL MOVIMIENTO: SISTEMA DE REFERENCIA

Actividad 4
Mientras discutís esta cuestión dentro del grupo, es​táis sentados en vuestras respectivas sillas. ¿Os en​contráis en reposo o en movimiento?.

Actividad 5
(a) Un observador A se encuentra cómodamente sentado en el interior de un tren en marcha. Otro observa​dor B se encuentra quieto sobre el andén y contem​pla el paso del tren. Un caracol camina lentamente sobre el cristal de la ventanilla del vagón. ¿Describirán de igual manera los dos observadores el movimiento del caracol?. ¿Por qué?.

(b) Si el caracol se detiene a descansar, ¿se mueve con respecto a A? ¿Y con respecto a B?.

(c) Con el caracol en marcha y el tren parado, contesta a las mismas preguntas que en el apartado anterior.
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FIG 1

Actividad 6

EL MOVIMIENTO ES RELATIVO

Decimos que un cuerpo está en movimiento o en reposo según que su posición cambie o no respecto a otro cuerpo, o conjunto de cuerpos, que llamamos sistema de referencia. Así, por ejemplo, si vemos a un jugador de baloncesto intentando conseguir un 'triple' y segui​damente observamos que está defendiendo su propia ca​nasta, sabemos que ha estado en movimiento porque su posición respecto al centro del campo ha cambiado. El centro del campo es el sistema de referencia. Si elegi​mos a un árbitro como sistema de referencia, es muy probable que la posición del jugador respecto al mismo también haya variado en el transcurso del tiempo, por lo que concluiremos que el jugador también se ha movido respecto al árbitro. Sin embargo, respecto a su nariz, considerada como sistema de referencia, el jugador estará en reposo (¡al menos, en los partidos de balon​cesto normales!).

Dado que un mismo cuerpo puede estar a la vez en reposo o en movimiento dependiendo del sistema de referencia que se considere, concluimos que todo movimiento es relativo.

Existen dos tipos de sistemas de referencia: Sistema de referencia inercial (SRI)y no inercial (SRNI). Un sistema de referencia se considera inercial cuando se encuentra en reposo o movimiento rectilíneo y uniforme, es decir, no tiene aceleración. Por el contrario, un sistema no inicial es aquel que se encuentra acelerado.

Parece un poco complicado ahora al principio de curso, pero podríamos indicar entre todos tres tipos de SRI y tres SRNI ¿cómo veríamos a los objetos desde esos sistemas de referencia?  Veamos varios casos
Se define la trayectoria como la línea imaginaria que describe un cuerpo al moverse respecto a un sistema de referencia.

Actividad 7
Imagina que eres un pasajero de un tren en marcha. Coges una bola de acero y la dejas caer por la ventanilla. Un observador quieto en el andén contempla la hazaña. ¿Qué tipo de trayectoria (rectilínea o curvilínea) seguirá, para ti, la bola? ¿Y para el observador del andén?. Antes de responder considera la siguiente aproximación: aunque es imposible prescindir de la presencia del aire, supondremos que el rozamiento bola‑aire es muy pequeño, despreciable.
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FIG 2
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¿Cómo podemos considerar los sistemas de referencia A y B? Inerciales o no Inerciales

Actividad 8
Alguna vez, al mirar de noche el cielo con unas pocas nubes y la Luna, parece que ésta se mueve rápidamente. ¿Cómo puede ser esto posible si la Luna tarda 28 días en dar una vuelta alrededor de la Tierra?.

Actividad 9
La fig. 3 (a) y (b) muestran las distintas posiciones por las que pasan dos móviles, M y N, a medida que transcurre el tiempo.

(a) Representa gráficamente, para cada uno de ellos, la posición x frente al tiempo t.

(b) ¿Qué tipo de trayectoria, rectilínea o curvilínea, describe cada móvil?.          
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3. MAGNITUDES NECESARIAS PARA LA DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO

Comenzamos con un poco de repaso para los movimientos rectilíneos.

El curso pasado estudiamos los movimientos en una dimensión, es decir, movimientos de trayectoria recti​línea y a dicha trayectoria la asignábamos como eje x, cualquiera que sea su orientación en el espacio. Estos movimientos son fáciles de describir, ya que las magnitudes que se precisan quedan reducidas al segmento por donde se mueven los objetos, es decir, la dirección del eje x, pero con la importante matización de que se han de considerar los dos posibles sentidos: a la derecha (por convenio signo +) y a la izquierda (por convenio signo -)

Actividad 10

POSICION, DESPLAZAMIENTO Y DISTANCIA RECORRIDA
En el movimiento rectilíneo es importante que distingas las siguientes magnitudes:

Posición: es la distancia del móvil al sistema de referencia O; la representaremos con la letra x; el signo de x, + ó ‑, especifica si el móvil se encuentra a un lado u otro de O.

Desplazamiento entre dos posiciones: es la diferencia entre las posiciones final (xf) e inicial (xi):

                            Δx = xf ‑ xi    

El desplazamiento puede ser positivo o negativo de acuerdo con el sentido del movimiento: hacia la derecha o hacia la zquierda, respectivamente. Veremos dentro de poco que esta magnitud tiene carácter vectorial, de ahí la importancia del signo. 
Distancia recorrida realmente entre dos posiciones a lo largo de la trayectoria: es la suma de todos los desplazamientos que han tenido lugar, tomados con signo +.
En ocasiones, algunas de estas magnitudes pueden tener el mismo valor; sin embargo, en general, se trata de conceptos operativos diferentes. El siguiente ejercicio nos ayudará a distinguirlos. 

Un motorista se mueve de la posición A a la B a lo largo de dos trayectorias: I y II ‑fig. 4‑. Establece para cada una de ellas los valores de la posición inicial, posición final, desplazamiento y distancia recorrida.
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FIG. 4

En ocasiones, algunas de estas magnitudes pueden tener el mismo valor; sin embargo, en general, se trata de conceptos operativos diferentes.

Llamábamos velocidad media (vm) al desplazamiento del móvil por unidad de tiempo. Matemáticamente, se expresa de la forma:   

                                           Δx      xf - xi  
                              vm = (((( = (((( 
                                           Δt        tf - ti         

donde Δx es el desplazamiento y Δt el tiempo invertido en el mismo.

La unidad de la velocidad en el SI es el 'metro por segundo' simbolizada por m/s.

La velocidad, que puede ser + ó ‑, tiene el mismo signo que el desplazamiento. Significa que el cuerpo se mueve en un sentido o en el contrario.

Actividad 11                esta actividad para que te entretengas en casa.
Si Marta entrena para un campeonato de natación nos interesará conocer si se desplaza con velocidad constan​te en todo el recorrido, cuándo es mayor su velocidad y la respuesta a cuestiones similares. En la tabla si​guiente están registradas las medidas de posición y tiempo de una de las pruebas de Marta:          

x(m)
t(t)

                     ____________________ 

0'0
0'0


5'0
2'5


10'0
5'5


15'0
11'0


20'0
18'0


25'0
22'0


30'0
25'0


35'0
37'0


40'0
40'0


45'0
53'0


50'0 
58'0

A partir de los datos de la tabla, calcula:

(a) la velocidad media para los primeros 25 m y los últimos 25 m

(b) la velocidad media para cada intervalo de 5 m.

(c) ¿En qué intervalo ha nadado más rápida?.

(d) ¿Podemos saber con la información obtenida en los apartados anteriores la velocidad de Marta en un punto (p.e., a los 18 m) o en un instante (p.e., a 25 s)?.

(Respuesta: (a) 1'14 m/s, 0'69 m/s; (b) 2'00, 1'67, 0'91, 0'71, 1'25, 1'67, 0'42, 1'67, 0'38, 1'00 m/s).

UN CONCEPTO DIFICIL: LA VELOCIDAD INSTANTANEA

A primera vista, puede parecer imposible definir la velocidad de un cuerpo en un instante determinado. En un instante t1 el cuerpo está localizado mediante un solo punto x1.  Si está en un solo punto, ¿cómo puede estar moviéndose. Por otra parte, si no se está moviendo, ¿no debería permanecer en el mismo punto?. Esto constituye una antigua paradoja que puede resolverse cuando nos damos cuenta que para caracterizar el movimiento debemos observar la posición del cuerpo en más de un instante. Entonces resulta posible definir la velocidad en un instante mediante un proceso de paso al límite.

La velocidad instantánea es el límite del cociente Δx/Δt cuando Δt tiende a cero, esto es:

                                            Δx

                     v(t) = limΔt→ 0  ((
                                            Δt

Matemáticamente, este límite es la derivada de x respec​to a t, cuya notación en Física y Química suele ser dx/dt, por lo que la velocidad instantánea se calcula mediante:

                                 dx

                     v(t) = (((( .

                                 dt

Actividad 12     esta actividad para que te diviertas en casa.
Resulta muy instructivo realizar el examen numérico del proceso del paso al límite calculando la velocidad media para intervalos de tiempo cada vez menores. Veámoslo con un ejemplo.

La posición de una manzana que se deja caer desde la azotea de un edificio alto está dada por  x = 4'9 t², donde x se mide en m y hacia abajo desde la posición inicial y t se expresa en s.

(a) Calcula la velocidad media para el instante inicial t1 = 2 s y distintos intervalos de tiempo Δt, cada uno de ellos menor que el ante​rior. Escribe la respuesta en la siguiente ta​bla, en la que t2 representa el instante final:

                    t1     Δt       t2      Δx     Δx/Δt

                    (s)   (s)     (s)     (m)    (m/s)

                  ________________________________________

                     2    1

                     2    0'5

                     2    0'2

                     2    0'1

                     2    0'05

                     2    0'01

                     2    0'005

                     2    0'001

                     2    0'0001

                  ________________________________________

(b) ¿Tiene un límite el valor de la velocidad media cuando nos aproximamos al instante t1 = 2 s?. ¿Cuál crees que es? ¿Qué representa?.

(c) Halla la velocidad en t1 = 2 s por cálculo directo de la derivada. Compara el resultado con el estimado en el apartado anterior.

Actividad 13

ACELERACION MEDIA
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Definimos la aceleración media (am) como la variación de la velocidad en la unidad de tiempo. Matemáticamente se 
expresa en la forma:
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                                      Δv         vf - v i
                            am = (((( = ((((               
                                       Δt          tf - ti
donde Δv es la variación de la velocidad y Δt el tiempo invertido en dicho cambio.

La unidad de medida de la aceleración en el SI es el 'metro por segundo al cuadrado', simbolizada por m/s².

Al establecer el concepto de velocidad media se han interpretado los signos + y ‑ ligados al sentido del movimiento: hacia la derecha y hacia la izquierda, res​pectivamente. Por otro lado, al hablar de la acelera​ción, muchos libros y profesores indican que una acele​ración + significa que la velocidad está aumentando, mientras que cuando la aceleración es ‑ se dice que la velocidad está disminuyendo. Esta interpretación de los signos q referida a la aceleración, si bien no da pro​blemas a los movimientos que se producen en un solo sentido, no es aplicable para los movimientos de 'ida y vuelta', en los que existe cambio de sentido. Por eso, consideraremos con signo + a las magnitudes (posi​ción, desplazamiento, velocidad o aceleración) que estén dirigidas en un sentido y con signo ‑ a las que estén dirigidas en sentido contrario.

La elección de estos sentidos es totalmente arbitraria, depende del usuario.

Actividad 14
La tabla siguiente muestra la velocidad instantánea que registraba el velocímetro de un coche de carreras en varios instantes:
                           t (s)            v (m/s)

                     __________________________________

                           0'0               0'0

                           2'0              11'6

                           4'0              20'5

                           6'0              27'3

                           8'0              31'3

                          10'0             34'9

                          12'0             29'5

                     _________________________________

(a) Calcula la aceleración media del coche en intervalos de 4 s.

(b) Lo mismo en intervalos de 2 s.

(c) ¿Cómo calcularías la aceleración en un instante determinado?.

(Respuestas: (a) 5'13, 2'70, ‑0'45 m/s²; (b) 5'8, 4'45, 3'40, 2'00, 1'80, ‑2'70 m/s²).

Actividad 15  

LA ACELERACION INSTANTANEA

La aceleración instantánea es el límite del cociente Δv/Δt cuando Δt tiende a cero, es decir, 

                                             Δv

                       a(t) = limΔt→0 ((
                                             Δt

La aceleración en un instante dado es, por tanto, la derivada de v respecto a t, calculándose mediante:

                                   dv

                       a(t) = (((( .

                                   dt

Si representamos la velocidad frente al tiempo, la ace​leración instantánea viene dada por la pendiente de la tangente a esta curva.

Actividad 16  

DOS TIPOS DE MOVIMIENTOS RECTILINEOS

Durante el pasado curso, se estudiaron dos tipos de movimiento rectilíneo: uniforme y uniformemente variado. He aquí las ecuaciones características:

                                                  M.R.U.             M.R.U.V.

          ______________________________________________________

           Posición:                     x = xo + v Δt      x = xo + vo Δt + ½a Δt²

           Desplazamiento:           Δx = v Δt        Δx = vo Δt + ½a Δt²  

           Velocidad:                v = constante         v = vo + a Δt

           Aceleración:                    a = 0              a = constante

          _____________________________________________________

Ya sabes que   Δt  es la diferencia entre la temperatura final menos la inicial  t – t0
Construye las gráficas x‑t, Δx‑t, v‑t y a‑t para ambos tipos de movimiento. Haz una estimación del tipo de curva o recta que corresponde a cada caso.

Actividad 17
Para la gráfica velocidad/tiempo del esquema de la figura,

(a) indica en qué instantes la aceleración del móvil es positiva, negativa o cero.

(b) ¿En qué instantes la aceleración es constante?.

(c) ¿En qué instantes la velocidad es nula?.

(d) Calcula el desplazamiento del móvil en el intervalo [0,18] s.
(Respuesta: (d) 64 m).      

[image: image231.wmf]k

r


[image: image232.wmf]r

u

r

[image: image233.wmf]A

ur


[image: image234.wmf]a 

r

[image: image235.wmf]j

r

[image: image236.wmf]i

r

[image: image237.wmf]a

r

[image: image238.wmf]k

r

[image: image239.wmf]j

r


[image: image240.wmf]i

r


[image: image241.wmf]a 

r

[image: image242.wmf]j

r


[image: image243.wmf]i

r

[image: image244.jpg]


[image: image245.png]


[image: image246.png]



[image: image247.jpg]



[image: image248.jpg]



Actividad 18
Un punky en monopatín  marcha a una velocidad de 90 km/h en las proximidades del Instituto. Un coche de la policía municipal, que está 'al loro', se pone en marcha en el momento de pasar junto a él el coche ante​rior y acelera de un modo constante a razón de 5 m/s².

(a) ¿Cuándo alcanzará el coche de policía al irresponsa​ble?.

(b) ¿Cuál es la velocidad de la policía en ese momento?.

(Respuesta: (a) 10 s y 250 m; (b) 50 m/s).

Hoja de ejercicios 1

Ahora sí vamos en serio comenzamos con materia de 1º de bachillerato
4. MAGNITUDES NECESARIAS PARA LA DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO. En dos y tres dimensiones
En el estudio del movimiento en una dimensión hemos supuesto, sin mencionarlo, que el móvil era un cuerpo puntual o partí​cula, es decir, hemos considerado que los objetos se repre​sentan por puntos, despreciando su extensión. (Esta suposi​ción es razonable en muchos casos de interés. Así, la Tierra puede considerarse como una partícula cuando se describe su movimiento de traslación en torno al Sol. Por el contrario, esta suposición no es posible para el movimiento de rotación diario de la Tierra).

Vamos a ampliar nuestra descripción del movimiento de una partícula a los casos más generales de movimiento en dos y tres dimensiones. Respecto al movimiento en una dimensión, la novedad más importante de estos movimientos en el plano y en el espacio es que las magnitudes desplazamiento, velocidad y aceleración son vectores, esto es, tienen dirección y sentido además de módulo. En lo que sigue, representaremos tipográfi​camente a los vectores con la notación habitual utilizada en Matemáticas: una flecha o un guión sobre el nombre del vector o escribir el nombre en negrita. Así, p. e., 
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 represen​tan a dos vectores; sus módulos se simbolizan con las mismas letras sin la flecha o guión encima o con tipo de letra normal.

4.1. Vector de posición y vector desplazamiento

Actividad 19
La fig. 5 representa un esquema de la distribución espacial de las mesas en una clase de Física. Indica cómo describirías, sin ambigüedad, las posiciones de los pupitres de Kevin, Alberto y Lila.
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FIG. 5
Actividad 20

LOCALIZACION DE LAS PARTICULAS EN DOS DIMENSIONES

Cuando el movimiento de una partícula está confinado en un plano, su posición puede describirse mediante dos números. Si elegimos como sistema de referencia (SR) los ejes X e Y perpendiculares entre sí y que se cortan en el punto O, la posición de una partícula está determina​da por las coordenadas x e y del punto P en que se encuentra, las cuales son, como se sabe, las distancias del punto P a los ejes Y y X, respectivamente. Asimismo, podemos describir la posición mediante un vector que va desde el origen de coordenadas O hasta el punto P ‑fig. 4‑. Las componentes de este vector, llamado vector de posición y representado por 
[image: image5.wmf]r 

r

 son precisamente las coor​denadas del punto P.

El módulo del vector de posición y el ángulo Θ se pueden calcular a partir de las componentes x e y. Fíjate en la figura 6
                       
[image: image6.wmf]r    x²  y²
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                       tg Θ = y/x

Por otro lado, conocidos el módulo r y el ángulo Θ, las componentes del vector de posición se obtienen mediante:

x = r cos Θ                       y = r sen Θ
Sean 
[image: image7.wmf]i
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 y 
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 vectores unitarios dirigidos en los sentidos positivos de los ejes X e Y ‑fig. 6‑. El vector de posición 
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 se escribe entonces:
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FIG. 6
Actividad 21
(a) Escribe las expresiones matemáticas de los vectores de posición dibujados en la fig. 7.

(b) Calcula sus módulos.








FIG. 7
(Respuesta: 5;  8,2;  5,3;  8,9 y  6 m).                                                          
Actividad 22

LA LOCALIZACION DE LAS PARTICULAS EN TRES DIMENSIONES

Si la partícula no está confinada en el plano, sino que se mueve en tres dimensiones, se necesita entonces tres números para especificar su posición. Si elegimos como SR tres ejes X, Y y Z mutuamente perpendiculares entre sí y que se cortan en el punto O, la posición de una partícula está determinada por las distancias x, y, z del punto P en que se encuentra a los planos YZ, XZ y XY, respectivamente ‑fig. 8‑. Estos números representan, además, las coordenadas del punto P y las componentes del vector de posición 
[image: image11.wmf]r
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de la partícula.








FIG. 8
Sean 
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 tres vectores unitarios dirigidos en los sentidos positivos de los ejes X, Y y Z. El vector de posición 
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 se escribe entonces:

                       
[image: image14.wmf]r  x i  y j  z k

=++

rrrr

   también se expresa como    
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y su módulo está dado por:
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(a) Dibuja los vectores de posición:
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(b) Calcula sus módulos.

(Respuesta: (b) 3'3, 10, 5 y 8'1 m).

Actividad 23

ECUACION DEL MOVIMIENTO

Cuando una partícula se mueve respecto a un SR, el vector de posición cambia con el tiempo ‑fig. 9‑. Por lo tanto, el estudio del movimiento de una partícula sólo puede hacerse si se conoce el vector del posición en cualquier instante, es decir, si se conoce la función vectorial r = f(t) o, lo que es lo mismo, las tres funciones escalares asociadas a sus componentes: x = f(t), y = f(t), z = f(t).                        
La ecuación:      
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recibe el nombre de ecuación del movimiento y contiene toda la información necesaria para el estudio del mismo.








FIG. 9
En el caso del movimiento en el plano, estas expresiones se simplifican, pues el vector de posición sólo tendrá dos componentes.

Si entre las ecuaciones x = f(t), y = f(t) y z = f(t) se elimina la variable tiempo, se obtiene una relación matemática entre las variables x, y, z, expresión que se conoce como ecuación de la trayectoria.

El siguiente ejemplo nos ayudará a comprender el signi​ficado de estas ecuaciones:  

EJEMPLO    

El vector de posición de una partícula en cualquier instante está dado por:
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(a) Obtén los vectores de posición para los instan​tes t = 0, 1, 2, 3 y 4 s.

(b) Dibuja dichos vectores y estima en el dibujo cuál será la trayectoria.

(c) Deduce la ecuación de la trayectoria.     


Respuesta:

(a) Sustituyendo los valores de t en r(t) se ob​tiene:
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(b) Véase la fig. 10.

(c) Las componentes del vector de posición en cual​quier instante son:  x = 2t, y = 3t². De la primera se deduce que 

t = x/2 y llevando este resultado a la segunda se obtiene finalmen​te:

                                         3

                                y = ((( x²

                                         4

ecuación que corresponde a una parábola.  


FIG. 10




Actividad 24
Una partícula se mueve en el plano XY de acuerdo con la ecuación:
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(a) Dibuja los vectores de posición en los instantes t = 0, 1, 2 y 3 s.

(b) Deduce la ecuación de la trayectoria.

(Respuesta: (b) 
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Actividad 25

OTRA MANERA DE ESTUDIAR EL MOVIMIENTO

Acabamos de ver que la ecuación del movimiento r = f(t) proporciona una descripción vectorial del mismo. Existe, empero, una descripción escalar (matemáticamente más sencilla) del movimiento cuando la trayectoria es cono​cida. En este caso, puede determinarse la posición del móvil indicando la distancia sobre la trayectoria a un punto de la misma (Po) que se toma como origen de dis​tancias. A esta distancia, que vamos a representar por la letra e, se le llama posición sobre la trayectoria y, en algunos casos, no coincide con la distancia realmente recorrida por la partícula.

Así, p.e., la posición de la partícula cuando se encuen​tra en el punto P de la trayectoria de la fig. 11 puede determinarse de dos maneras:

(a) mediante el vector de posición 
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(b) mediante la posición sobre la trayectoria  e = 5 m.

[image: image24.wmf]
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Actividad 26

¿QUE ES EL DESPLAZAMIENTO?

Consideremos una partícula que se mueve según una tra​yectoria en dos dimensiones ‑fig. 12‑. En un cierto instante t1 la partícula se encuentra en P1 (posición dada por el vector r1) y cierto instante posterior t2 en P2 (vector de posición r2). El cambio de posición puede representarse mediante un vector que va de P1 a P2. Este vector es, evidentemente, la diferencia entre 
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; se denomina vector desplazamiento y está dado por:
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El tiempo transcurrido durante este desplazamiento es:

FIG. 12
                               Δt = t2 ‑ t1
El desplazamiento sobre la trayectoria es la diferencia entre las posiciones final e inicial:

                               Δe = e2 ‑ e1
En general, como puede verse en la fig. 12, el módulo del vector desplazamiento no coincide con el desplaza​miento sobre la trayectoria. 

¿En qué situación el desplazamiento sobre la trayectoria coincide con el módulo del vector desplazamiento?.

Te puedo dar la siguiente pista: Δe casi siempre es mayor que 
[image: image28.wmf]
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, tan sólo son iguales en los movimientos rectilíneos y cuando el desplazamiento es infinitesimalmente pequeño.
Actividad 27
Los vectores de posición de las partículas A y B son, respectivamente,
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(a) Calcula para ambas partículas el vector desplaza​miento entre los instantes t = 0 s y t = 4 s.

(b) Idem. entre t = 4 s y t = 8 s.

(c) ¿Qué se puede deducir de los resultados anteriores acerca de las trayectorias de las partículas?.

(Respuesta: (a) 8i, ‑4i + 16j (m); (b) 8i,‑4i + 48j (m)).
4.2. VELOCIDAD Y RAPIDEZ
Actividad 28  

VECTOR VELOCIDAD MEDIA Y RAPIDEZ MEDIA
Se define el vector velocidad media, representado por 
[image: image31.wmf]m
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, como el cociente entre el vector desplazamiento y el tiempo transcurrido:
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¿Cuáles son la dirección y el sentido del vector velocidad media?. Dibuja en la fig. 12 el vector 
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asociado al desplazamiento mostrado en la misma.

Te voy a dar un apequeña pista: 


                                                                     
                                                                             
                                                                                                       

                                                            


RAPIDEZ MEDIA. En primer lugar fíjate que el desplazamiento sobre la trayectoria es generalmente mayor que el módulo del vector desplazamiento:    Δe ≥ [image: image36.png]|Ar|




Si definimos la velocidad media como  un vector de valor: 
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   la rapidez media es 
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La rapidez media es, en general, mayor que el módulo de la velocidad media. ¿En qué caso es igual?  
Actividad 29

VECTOR VELOCIDAD INSTANTANEA. RAPIDEZ INSTANTÁNEA  La cosica se complica
La velocidad media no es útil si queremos describir el movimiento de una partícula en cualquier instante. Para calcular la velocidad en cualquier instante se puede seguir un procedimiento similar al empleado en el movi​miento en una dimensión. Se define entonces el vector velocidad instantánea (
[image: image39.wmf]v
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) como el límite del vector velocidad media cuando Δt tiende a cero, esto es,
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En este proceso de paso al límite se observa, fig. 13, que a medida que Δt tiende a cero (es decir, a medida que P2 se aproxima a P1),

(1º) el módulo del vector desplazamiento se aproxima más y más al desplazamiento sobre la trayectoria

(2º) el vector velocidad instantánea es tangente a la trayectoria.

Matemáticamente, el límite mencionado es la derivada del vector de posición 
[image: image41.wmf]r
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 respecto al tiempo t, por lo que:
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FIG. 13
Se plantea ahora el problema matemático de cómo calcular la derivada de un vector respecto a un escalar, cuestión ausente de los estudios del Bachillerato. En este caso, dado que los vectores 
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son constantes, la deri​vada se obtiene derivando las componentes del vector, es decir,

[image: image44.wmf]()

drdxdydz

vtijk

dtdtdtdt

==++

r

rrrr


Las componentes del vector velocidad son, por lo tanto:

                                   vx = dx/dt;  vy = dy/dt;  vz = dz/dt

y su módulo:

                            
[image: image45.wmf]xyz
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Una vez que hemos definido la velocidad instantánea (vector) mediante el paso al límite de la velocidad media, podemos hacer lo mismo con la rapidez media. Definimos la rapidez instantánea se define como 
[image: image46.wmf]inst
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Fíjate que la rapidez instantánea proviene de la derivada de una magnitud escalar, por tanto es también un escalar.

Por otro lado, se cumple que la rapidez instantánea coincide con el módulo de la velocidad instantánea, ya que podemos hacer la aproximación de que el módulo de las variaciones instantáneas del vector desplazamiento coincida  con las variaciones instantáneas del desplazamiento sobre la trayectoria.
Es preciso distinguir entre velocidad y rapidez, distin​ción que sólo tiene sentido en el contexto de movimien​tos en dos y tres dimensiones. Recuerda que en el caso de una dimensión sólo se habla de velocidad y no hace falta asignarle carácter vectorial. Ahora, sin embargo, la velocidad es una magnitud vectorial, mientras que la rapidez es escalar, estando ambas relacionadas de la forma indicada.

Fíjate que la distancia recorrida sobre la trayectoria coincide con el módulo del desplazamiento solo en movimientos rectilíneos o cuando se trata de movimientos infinitesimales.


Δe ≥ [image: image48.png]|Ar|
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Por lo tanto, la rapidez media no es igual al módulo de la velocidad media, mientras que la velocidad instantánea sí que coincide con el módulo de la velocidad instantánea. 
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Dada esta coincidencia, a partir de aquí, a la Rinst la identificaremos como V o  
[image: image55.wmf], ya que se cumple que 
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Repaso:
                                                                     
                                                                             
                                                                                                       

                                                            


                                                                                     

Velocidad   Rapidez
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Actividad 30
Una partícula se mueve en el plano XY de acuerdo con el vector de posición dado en la actividad 24.

(a) Calcula la velocidad media en el intervalo [2,5] s.

(b) ¿Cuál es el módulo de dicha velocidad media?.

(c) Deduce la expresión de la velocidad instantánea.

(d) Halla la velocidad en los instantes t = 2 s y t = 5 s.

(e) ¿Cuál es la rapidez en t = 3 s?.

(Respuesta:(a) 
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Actividad 31
(a) ¿La partícula citada en la actividad 24 se mueve con rapidez constante?
(b) La velocidad de dicha partícula, ¿es constante o depende del tiempo?.

Actividad 32
Determina la velocidad instantánea que corresponde a cada uno de los siguientes movimientos:
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Actividad 33
La posición sobre la trayectoria de una partícula está dada por:   e(t) = 10 + 2t ‑ 5t² (m).

(a) ¿Qué figura geométrica corresponde a su trayecto​ria?.

(b) Calcula la expresión de la rapidez en cualquier instante.

(c) Representa gráficamente la rapidez v frente al tiem​po t.

(Respuesta: (b) v(t) = 2 ‑ 10t (m/s) ).   

Actividad 34
¿Puede el vector velocidad variar de dirección sin cambiar de módulo?. En caso afirmativo, propón un ejem​plo.

4.3. Aceleración
Actividad 35

VECTORES ACELERACION MEDIA E INSTANTANEA

Se define el vector aceleración media (
[image: image64.wmf]m
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) como el cociente entre la variación de la velocidad instantánea y el intervalo de tiempo transcurrido:

 
[image: image65.wmf]m

v

a

t

D

=

D

r

r


Se define el vector aceleración instantánea (
[image: image66.wmf]a
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) como el límite del vector aceleración media cuando Δt tiende a cero:
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Matemáticamente, este límite es la derivada del vector velocidad v respecto al tiempo t:
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Dado que  
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, esta derivada se calcula como sigue:
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 Las componentes del vector aceleración son:

                    ax = dvx/dt

                    ay = dvy/dt

                    az = dvz/dt

y su módulo:

                           
[image: image71.wmf]xyz
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 Actividad 36
Discute la validez de las siguientes afirmaciones:

(a) 'Si el vector velocidad está cambiando de algún modo, la partícula tiene aceleración'.

(b) 'Una partícula moviéndose con rapidez constante puede tener aceleración'.

(c) 'Una partícula que tiene velocidad constante puede estar acelerándose al mismo tiempo'.

(d) 'Una partícula se mueve siguiendo una trayectoria curvilínea y carece de aceleración'.

Actividad 37
Demuestra geométricamente que el vector aceleración de una partícula siempre apunta hacia la parte cóncava de su trayectoria.

                                                                     
                                                                             
                                                                                                       
                                                            


                                                                                     


Actividad 38
Una partícula se mueve en el plano XY de acuerdo con el vector de posición dado en A24.

(a) Calcula la aceleración media en el intervalo 2‑5 s.

(b) ¿Cuál es el módulo de dicha aceleración media?.

(c) Calcula la aceleración en cualquier instante.

(Respuesta: (a) y (c) 4 
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(m/s²); (b) 4 m/s²).

Actividad 39
El vector de posición de una partícula está dado por:
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(a) Calcula la velocidad y la aceleración instantáneas.

(b) Halla los valores de las magnitudes anteriores y sus módulos para t = 3 s.


[image: image75.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

Respuesta: b v3=3i  2j m/s, a3= 2j m/s²,

 3'6 m/s y 2 m/s².

--

rrr


Actividad 40
Una partícula se mueve en el plano YZ de acuerdo con la ecuación del movimiento:
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(a) Calcula el vector desplazamiento entre los instantes t=0 y t=5 s.

(b) Halla el vector velocidad media en el mismo interva​lo.

(c) Calcula los vectores velocidad y aceleración instan​táneas.

(d) Deduce la ecuación de la trayectoria.

Respuesta: (a) 35
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 (m); (b) 7
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 (m/s); (c) (4t‑3)
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 (m/s²); (d) y = z²/8 ‑ 3z/4 + 2).
4.4 Componentes intrínsecas de la aceleración. Aceleración tangencial y normal 

La aceleración es un vector que nos mide la variación del vector velocidad: 
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El vector velocidad, como todos los vectores está caracterizado por su módulo, dirección y sentido. El vector aceleración nos mide dicha variación, tanto en módulo como en dirección y sentido. 

Sin embargo, frecuentemente interesa considerar por separado las variaciones del módulo de la velocidad y como lo hace su dirección y sentido. La variaciones del módulo de la velocidad se denomina aceleración tangencial.  Esta aceleración tangencial es un vector tangente a la trayectoria, cuyo módulo es:
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Así, el ejemplo más claro es cuando tenemos el movimiento sobre una recta, de modo que no se produce ningún cambio de dirección, pero va variando el módulo de la velocidad. Existirá una aceleración tangencial positiva si aumenta el módulo de la velocidad, la rapidez. Por el contrario, la aceleración tangencial es negativa si disminuye la rapidez. Por último, cuando la rapidez –módulo de la velocidad- es constante no existe aceleración tangencial.


 

Por otra parte, en un movimiento en que la rapidez o módulo de la velocidad permanece constante, la velocidad podrá experimentar variaciones asociadas a los cambio de dirección y sentido.  En la figura 14 podemos ver un caso en que el módulo de la velocidad –su rapidez- permanece inalterada, pero varía la dirección del vector velocidad. La aceleración que nos mide las variaciones de la dirección y sentido de la velocidad se denomina aceleración normal o aceleración centrípeta (dirigida hacia el centro de curvatura) y se representa por  
Fig 14

                                                                     
                                                                             
                                                                                                       
                                                            


                                                                                     


El vector aceleración normal, que representaremos por 
[image: image87.wmf]N
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 tiene un módulo de valor  
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En resumen: si la trayectoria es rectilínea y varía el módulo de la velocidad, la aceleración únicamente puede ser tangencial, y si la rapidez se mantiene constante y varía la dirección y sentido de la velocidad, la aceleración sólo puede ser normal. En el caso más general en que se produzcan cambios en la dirección (trayectorias curvas) y cambios en la rapidez, la aceleración contendrá dos términos, tangencial y normal:
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4.5 DESCRIPCIÓN DEL MOVIMIENTO MEDIANTE MAGNITUDES ANGULARES
Éramos poco y…… parió …..MAGNITUDES ANGULARES.

Los movimientos circulares pueden ser estudiados con las magnitudes vectoriales ya introducidas: vector de posi​ción, velocidad y aceleración. Existe, sin embargo, otra descripción matemáticamente más sencilla que hace uso de las llamadas magnitudes angulares.

 




FIG. 16

Consideremos una partícula que describe una circunferencia de radio R ‑ fig. 16‑. Supongamos que la partícula pasa del punto P1 al P2 en el intervalo de tiempo Δt. El desplazamiento sobre la trayectoria ha sido Δe y el desplazamiento angular (o ángulo descrito) Δθ; si éste se mide en radianes (rad), ambos están relacionados mediante:

                        Δe = Δθ. R .

He aquí las definiciones de otras magnitudes angulares que vamos a utilizar:

Velocidad angular media (wm): es el cociente entre el desplazamiento angular y el tiempo transcurrido:




[image: image93.wmf]m

w

t

D

=

D

q


Velocidad angular instantánea (w): es el límite de la velocidad angular media cuando Δt tiende a cero:
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En el SI la velocidad angular se mide en 'radianes por segundo', de símbolo rad/s.

Aceleración angular media (αm): es el cociente entre la variación de la velocidad angular y el tiempo trans​currido:

                                          Δw

                                αm = (((( .

                                           Δt

Aceleración angular instantánea (α): es el límite de la aceleración angular media cuando Δt tiende a cero:
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En el SI la aceleración angular se mide en 'radianes por segundo al cuadrado', de símbolo rad/s².

(a) Deduce la relación matemática que existe entre la rapidez instantánea y la velocidad angular instantá​nea.

(b) Idem. entre la aceleración tangencial y la acelera​ción angular instantánea.

(c) Expresa la aceleración centrípeta de todas las for​mas posibles.

Actividad 41
(a) ¿Cómo definirías el movimiento circular uniforme utilizando sólo magnitudes angulares?.

(b) ¿Y el movimiento circular uniformemente variado?.

Actividad 42

ECUACIONES DE LOS MOVIMIENTOS CIRCULARES 

A modo de resumen, el siguiente cuadro recoge, sin demostración, todas las ecuaciones asociadas a los movi​mientos circulares en función exclusivamente de magnitu​des angulares.

                                                                   M.C.U.             M.C.U.V.

         ________________________________________________________

          Desplazamiento angular:             ΔΘ = wt          ΔΘ = wot + ½ αt²

          Velocidad  angular:                       w = constante     w = wo + α t 

          Aceleración angular:                       α = 0             α = constante  

         ________________________________________________________

De acuerdo con el signo de la aceleración angular, existen dos tipos de m.c.u.v.: uniformemente acelerado (α>0) y uniformemente retardado o desacelerado (α<0).

Actividad 43
Un disco se mueve con una velocidad angular constante de 4'7 rad/s. En los m.c.u. se suele definir dos magni​tudes nuevas: el periodo y la frecuencia. El periodo (T) es el tiempo invertido en una vuelta completa. La fre​cuencia (N o f) es el número de vueltas descritas en 1 segundo.

(a) Calcula el periodo y la frecuencia.

(b) Obtén las expresiones generales de dichas magnitudes.

(Respuesta: (a) 1'33 s y 0'75 rev/s).

Actividad 44
En la portada de un L.P. de 'El Ultimo de la Fila' se lee: '33 rev/min'.

(a) Calcula la frecuencia y el periodo.

(b) Expresa la velocidad angular en rad/s.

(c) Halla la rapidez en puntos del disco situados a 10 y 15 cm del centro del mismo.

(Respuesta: (a) 0'55 rev/s, 1'82 s; (b) 3'45 rad/s (c) 0'345 m/s y 0'517 m/s).

Actividad 45
(a) Calcula la velocidad angular de dos puntos distin​tos de la Tierra (p. e., un punto del Ecuador y Calahorra) en el movimiento diario de rotación de la misma.

(b) ¿Qué rapidez tiene un punto del Ecuador?.

(c) Compara las rapideces con que se mueven el punto del Ecuador y Calahorra.

(Dato: Radio de la Tierra: 6'37.106 m).

(Respuesta: (a) 7'3.10‑5 rad/s; (b) 462 m/s).

Actividad 46
Dos ruedas de radios diferentes (R1 > R2) giran con la misma velocidad angular constante. ¿Cuál de las dos dará más vueltas en el mismo tiempo?.

Actividad 47
En un tractor, las ruedas delanteras son mucho menores que las traseras. Al andar, ¿qué ruedas llevan mayor velocidad angular? ¿Por qué?.

Actividad 48
Un volante está girando a razón de 60 rev/min y adquie​re en 5 s una velocidad angular de 12π (ó 37'7) rad/s.

(a) ¿Cuál es la aceleración angular del volante?.

(b) Calcula el desplazamiento angular del volante en ese intervalo de tiempo. Expresa el resultado en rad y revoluciones (o vueltas).

(Respuesta: (a) 6'3 rad/s²; (b) 109'9 rad y 17'5 rev).

Actividad 49
La velocidad angular de una rueda disminuye uniforme​mente desde 900 rev/min hasta 400 rev/min en 25 s.

(a) Calcula la aceleración angular. ¿De qué tipo de movimiento se trata?.

(b) ¿Cuántas vueltas da la rueda en esos 25 s?.

(c) ¿Cuántos segundos más serían necesarios para que la rueda se detuviera?.

(Respuesta: (a) ‑2'1 rad/s²; (b) 270'5 vueltas; (c) 20 s).

Actividad 50
Una partícula se mueve en el sentido de las agujas del reloj sobre una circunferencia de 1 m de radio y centro el punto (1,0) m. Comienza su movimiento desde el reposo en el origen de coordenadas, de manera que la rapidez aumenta al ritmo constante de π/2 m/s². (Dicho de otra manera: su aceleración tangencial es π/2 m/s²).

(a) ¿Cuánto tiempo tardará en recorrer la mitad de la circunferencia?.

(b) ¿Cuál es su rapidez en dicho instante?.

(c) Dibuja el vector velocidad en dicho instante.

(d) ¿Cuáles son, entonces, las aceleraciones tangencial y centrípeta?.

(e) Determina el módulo, la dirección y el sentido del vector aceleración cuando la partícula ha recorrido la mitad de la circunferencia.

(Respuesta: (a) 2 s; (b) π m/s; (d) π/2 m/s², π² m/s²; (e) 10'4 m/s²).

5. COMPONENTES INTRINSECAS DE LA ACELERACION: CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS

Actividad 51
Construye y completa el cuadro adjunto, indicando cómo son las componentes intrínsecas de la aceleración y la velocidad. Utiliza palabras como nula, constante o va​riable.

     ______________________________________________________________________________
                    

ACELERACIÓN            ACELERACIÓN                         VELOCIDAD

      MOVIMIENTO       
CENTRIPETA                 TANGENCIAL

                                                                                                                               Módulo    Dirección

     ______________________________________________________________________________

     ( Rectilíneo                             0                                    0                                     cte.      Línea recta    
       uniforme                          
     

     ( Rectilíneo 

       uniformemente                        0                                aT = cte.                   
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Actividad 52

CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS
         (1º) Respecto a la aceleración tangencial:

              aT = 0; v = constante         

M. UNIFORME

              aT = constante; v = f(t)      

M. UNIFORMEMENTE

                                              

 VARIADO

               aT = f(t)                     

M. VARIADO SIN

                                               

UNIFORMIDAD

         (2º) Respecto a la aceleración centrípeta:

               aN = 0                        

M. RECTILINEO

               aN ( 0; R = constante         
M. CIRCULAR

               aN ( 0; R ( constante         
M. CURVILINEO

Actividad 53
Los cometas son cuerpos celestes que aparecen periódi​camente en el firmamento (p.e., el Halley se aproxima a la Tierra cada 85 años, aproximadamente). En la Antigüe​dad se asoció su presencia a funestos presagios. Actual​mente, se sabe que describen órbitas elípticas alrededor del Sol. Justifica los valores (nulo, constante o varia​ble) que toman las componentes intrínsecas de la acele​ración en el movimiento de los cometas. ¿Cómo clasifica​rías dicho movimiento?.

6. CAIDA LIBRE: GALILEO ESTUDIA EL MOVIMIENTO.
Actividad 54
Galileo se interesó por el estudio de la caída de los cuerpos porque dicho movimiento había interesado a los filósofos desde la Antigüedad. Describirlo de forma científica, a partir de la experimentación, significaba poner las bases de una nueva ciencia: la mecánica y, por otra parte, suponía abrir una fisura en la visión aristotélica del mundo.

De los dos tipos de movimientos estudiados: rectilíneo uniforme y rectilíneo uniformemente variado, ¿cuál crees que da una idea correcta de lo que sucede en la caída libre? ¿Por qué?.

Actividad 55

LA CAIDA LIBRE ES UN MOVIMIENTO ACELERADO

En la lección anterior, estudiamos dos tipos de movi​miento rectilíneo. En la actividad anterior, hemos asociado la caída libre a uno de ellos. Galileo proce​dió al revés: a partir de la caída libre propuso una definición  de  'movimiento   naturalmente  acelerado'. Veámoslo con sus palabras:

SALVIATI:...Cuando observo una piedra inicialmente en reposo cayendo desde una posición elevada y adqui​riendo de un modo continuo incrementos en su velo​cidad, ¿por qué no había yo de creer que tales incrementos se realizan de la manera más simple y fácil para todo el cuerpo?. Si ahora examinamos la  materia cuidadosamente, no encontramos adición o incremento más simple que aquel que se repite tam​bién del mismo modo. Podemos comprender esto fácil​mente cuando consideramos la última relación entre el tiempo y el movimiento, pues justamente el movi​miento uniforme se define y se piensa en términos de intervalos iguales de tiempo e iguales distan​cias; de este modo, llamamos movimiento uniforme cuando las distancias recorridas en iguales inter​valos de tiempo son iguales. Así, también podemos, de una manera similar, pensar que los incrementos de velocidad son iguales para intervalos iguales de tiempo ... Y de esta manera, la  definición que vamos a discutir puede establecerse como sigue:

Un cuerpo se dice que está uniformemente acelerado cuando partiendo del reposo adquiere incrementos iguales de velocidad en iguales intervalos de tiem​po.   

Las tres ideas que aparecen a continuación están entre​sacadas de la afirmación de Salviati. Exprésalas en un lenguaje que sea más comprensible para tí o más pareci​do al utilizado este curso.

(a) "... una piedra ... cayendo desde una posición elevada adquiriendo de modo continuo incrementos en su velocidad"

(b) "... movimiento uniforme cuando las distancias recorridas en iguales intervalos de tiempo son iguales"

(c) "Un cuerpo ... adquiere incrementos iguales de velocidad en iguales intervalos de tiempo".

Actividad 56
Acabamos de establecer la hipótesis de que la caída libre es un MRUV. La hipótesis será cierta si la caída libre verifica las ecuaciones características de este tipo de movimiento:


                         v = vo + at

                                    Δy = vot + ½ at²

donde se ha empleado para el desplazamiento la variable 'y' en lugar de la 'x', ya que ahora el movimiento ocurre en la dirección vertical.

(a) ¿Cuál de ellas te parece más sencilla de cara a su contrastación experimental?. Razona tu elección.

(b) Enuncia claramente la hipótesis de Galileo acerca de la caída libre de los cuerpos.

Actividad 57
Sugiere un experimento realizable en el laboratorio para comprobar si la relación entre el desplazamiento vertical del cuerpo y el tiempo invertido en la caída al cuadrado son directamente proporcionales.

Actividad 58
Sugiere algún procedimiento para 'debilitar' la caída de un grave ‑sin recurrir a rozamientos que alteren su naturaleza‑, de forma que sea posible la medida de los tiempos de caída.

Actividad 59

EXPERIMENTO DE GALILEO

SALVIATI: Tomamos una tabla de madera de unos 10 cúbi​tos de largo, medio cúbito de ancho y tres dedos de espesor. En su extremo superior hacemos un canal en línea recta, de una anchura aproximada a la de un dedo; este canal se suaviza frotándolo con pergami​no, de manera que quede lo más pulido posible, para facilitar el deslizamiento por él de una bola muy redonda y suave construida del bronce más duro. Ahora colocamos la tabla en posición inclinada, elevando uno de los extremos en uno o dos cúbitos sobre el otro, y dejamos deslizar rodando la bola por el canal, anotando el tiempo requerido para el descenso. Repetimos esta experiencia más de una vez para estar seguros del tiempo de descenso y encon​trar que la desviación entre dos observaciones nunca exceda de una décima de pulsación. Habiendo llevado a cabo esta operación hasta estar seguros de su realidad, dejamos rodar la pelota desde una longitud de 1/4 del canal, y al medir el tiempo de descenso encontramos que es precisamente la mitad del anterior. Probemos ahora otras distancias, comprobando el tiempo para recorrer la longitud total con el correspondiente a la mitad, dos ter​cios, tres cuartos o cualquier fracción de la mis​ma. En tales experimentos repetidos hasta un cente​nar de veces, siempre encontramos que las distan​cias recorridas están en la misma relación que los cuadrados de los tiempos, y esto se cumple para cualquier inclinación ... del canal a lo largo del cual rueda ...

Para la medida del tiempo empleamos una vasija grande de agua colocada en una posición elevada; en la parte baja de esta vasija colocamos un tubo de vidrio de pequeño diámetro para formar un delgado chorro de agua que recogemos en una copa durante el tiempo del descenso; si para la longitud total del canal, o para una parte de la misma, el agua así recogida se pesa en una balanza de precisión, las diferencias y las razones de estos pesos nos darán las diferencias y razones de los intervalos de tiempo, y esto con tal precisión que, aunque la operación fuera repetida una y otra vez, no se obtendrían discrepancias apreciables en los re​sultados.

(Tomado de: GALILEO, 'Dos nuevas ciencias').

Actividad 60
Prepara la tabla adecuada para la recogida de los resultados y realiza el experimento diseñado.

Actividad  61
Procede al tratamiento e interpretación de los datos obtenidos mediante el experimento. ¿Se confirma la hipótesis?.

Actividad 62
¿Qué diferencias encuentras entre los métodos de trabajo empleados por Aristóteles y por Galileo?. Como ayuda, puedes fijarte en la descripción hecha en la actividad 19.

6.1. DETERMINACION DE LA ACELERACION DE LA GRAVEDAD

Actividad 63
¿Qué método experimental utilizarías en la actualidad para determinar la aceleración de la gravedad?.

Actividad 64
(a) A partir del valor de la constante de proporciona​lidad obtenida en la actividad 21, deduce cuánto vale la acele​ración debida a la gravedad.

(b) ¿Coincide el valor que has obtenido para la acele​ración debida a la gravedad con el comúnmente acep​tado? ¿A qué se deben las discrepancias?.

Actividad 65
Para resolver los ejercicios de caída libre, y en general cualquier ejercicio de Física, es conveniente disponer de algún procedimiento o algoritmo de reso​lución. El que se presenta a continuación no debe entenderse como un conjunto de pasos que hay que seguir de manera estricta y rutinaria, sino como una serie de reglas orientativas.


ALGORITMO DE RESOLUCION
( Dibujar un esquema detallado de la situación des​crita en el enunciado del ejercicio.

( Elegir un sistema de referencia y establecer las condiciones iniciales.

( Escribir las ecuaciones del MRUV para el caso par​ticular que estamos estudiando.

( Hacer los cálculos pertinentes.

( Analizar los resultados obtenidos.


EJEMPLO
Se lanza verticalmente hacia arriba un cuerpo con una velocidad de 40 m/s. Calcula:

(a) la posición y la velocidad al cabo de 2 s

(b) la altura máxima que alcanza y el tiempo empleado

(c) la velocidad cuando llega al punto de lanzamiento y el tiempo total empleado.


Respuesta
El esquema correspondiente se muestra en al fig. 17. Si elegimos el sistema de referencia indicado en dicha figura, yo = 0, vo = 40 m/s y a = ‑9'8 m/s².









FIG. 17
Las ecuaciones asociadas a este lanzamiento son, enton​ces:


                    v = 40 ‑ 9'8 t

                                  y = 40 t ‑ 4'9 t²           

Una vez planteado el problema de una manera general, estamos en condiciones de responder a las preguntas que nos hagan.

(a)     v(2) = 40 ‑ 19'6 = 21'4 m/s

         y(2) = 40.2 ‑ 4'9.4 = 80 ‑ 19'6 = 60'4 m

(b) Cuando se alcanza la altura máxima, se cumple que la velocidad es cero, cosa que sucede en el instan​te: 

          0 = 40 ‑ 9'8 t  ;    t = 40/9'8 = 4'1 s

por lo que ymax = 40.4'1 ‑ 4'9.16'8 = 81'7 m          

(c) El punto de lanzamiento cumple la condición de que y = 0, por lo que:

                 0 = 40 t ‑ 4'9 t² ;   0 = t(40 ‑ 4'9 t)

ecuación que tiene dos soluciones: la evidente t=0 y la que interesa ahora t = 40/4'9 = 8'2 s. La velocidad en dicho instante es:

                  v(8'2) = 40 ‑ 9'8.8'2 = ‑40'4 m/s

donde el signo ‑ significa que la velocidad está dirigida hacia abajo.

Actividad 66
¿Cuánto tiempo tardar en llegar al suelo un cuerpo que se deja caer desde una altura de 10 m sin velocidad inicial?.

(Respuesta: 1'43 s).

Actividad 67
Lanzamos hacia arriba una piedra con una velocidad inicial de 49 m/s. Se pide calcular: 

(a) la altura máxima alcanzada 

(b) el tiempo empleado en alcanzar esa altura 

(c) el desplazamiento producido en el último segundo de subida.

(Respuesta: (a) 122'5 m; (b) 5 s; (c) 4'9 m).

Actividad 68
Se lanza una bola verticalmente hacia arriba y alcanza una altura máxima de 125 m. 

(a) ¿Con qué velocidad ha sido lanzada?. 

(b) ¿Cuánto tiempo tarda en alcanzar dicha altura?.

(Respuesta: (a) 49'5 m/s; (b) 5'05 s).

Actividad 69
Se dispara un proyectil hacia arriba y vuelve al punto de partida al cabo de 10 s. 

(a) Halla la velocidad inicial.

(b) Calcula la altura alcanzada.

(Respuesta: (a) 49 m/s; (b) 122'5 m).

Actividad 70
Una piedra lanzada hacia arriba recorre en el primer segundo 25 m. Calcula la altura que alcanzará.

(Respuesta: 45'6 m).

Actividad 71
(a) ¿Con qué velocidad inicial debe lanzarse una pie​dra verticalmente hacia arriba para que ascienda 20 m en 1 s? ¿Y para que lo haga en 2 s?.

(b) ¿Cuál es la velocidad final en cada uno de esos casos?. 

(Respuesta: (a) 24'9 y 19'8 m/s; (b) 15'1 y 0'2 m/s).

Actividad 72
El inspector Puerrot está alojado en un lujoso hotel cuando, de repente, cree ver que el cuerpo de una persona cae por detrás de la ventana. Si el cuerpo tarda 0'2 s en pasar por la ventana de 2'8 m de altura, ¿en qué piso se encuentra el asesino?.

(Respuesta: Probablemente, tres pisos más arriba).

Actividad 73
Desde el borde de un precipicio se lanza verticalmente hacia arriba un objeto con una velocidad de 20 m/s.

(a) ¿Dónde se encontrará al cabo de 5 s? ¿Cuál es su velocidad en dicho instante?.

(b) ¿Cuánto tiempo tardará en tocar el fondo del preci​picio cuya altura es de 160 m?.

(c) ¿Cuánto tiempo requerirá para llegar a una altura de 15 m por encima del punto de partida?.

(d) ¿Con qué velocidad llegará el objeto al fondo del precipicio?.

(Respuesta: (a) ‑22'5 m, ‑29 m/s; (b) 8'1 s; (c) 3'1 y 1'0 s; (d) ‑59'4 m/s).

7. MOVIMIENTO DE PROYECTILES
7.1. Estudio experimental del tiro horizontal

Actividad 74
Considera los siguientes experimentos simples: 

(1) Desde un avión, que viaja en vuelo horizontal y uniforme, se deja caer un objeto. ¿Qué trayectoria crees que seguirá el objeto respecto a la del avión?.

(2) Colocamos dos esferas iguales en el borde de una mesa. En el mismo instante en que a una de ellas se le da un fuerte impulso horizontal, tocamos suave​mente a la otra para que caiga directamente al suelo. ¿Qué esfera crees que llegará antes al sue​lo?.   

¿Qué conclusiones se pueden deducir:

(a) del experimento 1

(b) del experimento 2 

(c) de ambos experimentos?.

Actividad 75
ANALISIS DE GALILEO

Actualmente sabemos que el movimiento de un proyectil puede considerarse como el resultado de combinar dos movimientos independientes, que tienen lugar simul​táneamente; una componente del movimiento es en direc​ción horizontal y tiene lugar sin aceleración, mientras que la otra, de dirección vertical hacia abajo, tiene lugar con aceleración constante y se rige por las leyes de la caída libre. Además, estas componentes no inter​fieren entre sí y cada una de ellas puede estudiarse como si la otra no estuviera presente. Así pues, el movimiento en conjunto del proyectil en cualquier ins​tante es el resultado de dos acciones individuales.

El primero que llegó a esta conclusión fue Galileo (1564‑1642). Se trataba de un problema de indudable interés práctico, debido a la importancia creciente de la artillería de la época y abrió el camino a la solu​ción de problemas similares de mayor complejidad. En su obra 'Dos nuevas ciencias' escribió:

'Supongamos que el barco está inmóvil y que la caída de la piedra desde el mástil emplea el tiempo de dos pulsaciones. Luego, hagamos moverse el barco y que la misma piedra caiga desde el mismo lugar; según acabamos de decir, empleará dos pulsaciones en lle​gar a cubierta. En estas dos pulsaciones el barco habrá avanzado, por ejemplo, veinte yardas de modo que el movimiento natural de la piedra será una línea diagonal mucho más larga que la primera rectilínea  y perpendicular, que medía simplemente la longitud del mástil; sin embargo, habrá recorrido esta dis​tancia en el mismo tiempo. Ahora, admitiendo que se acelere aún más el barco, la piedra al caer deberá seguir una línea diagonal aún mucho más larga que la otra; finalmente, la velocidad del barco puede au​mentarse en cualquier cantidad mientras que la pie​dra en su caída describirá diagonales cada vez más largas, pero serán descritas siempre en las mismas dos pulsaciones. Análogamente, si se disparase un cañón perfectamente nivelado, situado sobre una torre, paralelamente al horizonte, no importa si se le pone una carga pequeña o grande, de modo que la bala caiga a una distancia de uno, cuatro, seis o más millares de yardas; todos estos disparos exigi​rán tiempos iguales y cada tiempo deberá ser igual al que emplearía la bala en ir desde la boca del cañón hasta el suelo si se le dejase caer directa​mente sin ningún otro impulso.'

Por último, hay que hacer constar que esta idea de superposición o combinación de los movimientos horizon​tal y vertical es equivalente a la aplicación del cál​culo vectorial para el estudio del movimiento, tal como hacemos en nuestros días.

Actividad 76
La hipótesis de Galileo, enunciada en la actividad anterior, no está formulada operativamente y no puede ser contrastada en el laboratorio. Para hacerla operati​va escribe las ecuaciones x = f(t) e y = f(t) para los  movimientos horizontal y vertical y obtén la ecuación de la trayectoria.

Actividad 77
Diseña un experimento sencillo para contrastar si la ecuación de la trayectoria es del tipo y = k x², donde y es la altura y x el alcance horizontal (o alcance sim​plemente). Propón formas concretas de resolver los si​guientes problemas técnicos:

( Cómo conseguir una velocidad horizontal constante.

( Cómo establecer alturas variables.

( Cómo medir el alcance para cada una de las alturas.

Actividad 78
Procede a la realización del experimento, recogiendo los resultados en una tabla. Para cada una de las altu​ras, mide tres veces el alcance.

Actividad 79
(a) Interpreta los resultados obtenidos construyendo las gráficas que correspondan. ¿Se confirma la hipótesis?.

(b) Como aplicación de los resultados de esta investigación, calcula la rapidez inicial de lanzamiento vo.

Actividad 80
Desde un avión que vuela horizontalmente con una rapi​dez de 200 m/s se deja caer una piedra. Esta llega al suelo 5 s después.

(a) ¿Desde qué altura se dejó caer?.

(b) ¿Cuál ha sido el desplazamiento horizontal?.

(c) ¿Con qué velocidad y rapidez llega la piedra al suelo?.

(d) Halla el ángulo que la dirección de la velocidad forma con el suelo en el momento del impacto.

Se supone que la resistencia del aire sobre la piedra es tan pequeña que la componente horizontal de su movimiento no se ve afectada y que su movi​miento vertical permanece uniformemente acelerado. Estas dos últimas hipótesis, como se ha comprobado experimentalmente, se cumplen perfectamente en los primeros instantes, pero con el tiempo dejan de cumplirse.

(Respuesta: (a) 122'5 m; (b) 1.000 m; (c) 200i ‑ 49j (m/s), 205'9 m/s; (d) 13'8 º).

Actividad 81
Desde la cima de un precipicio de 100 m de altura, se lanza un pedrusco con una velocidad horizontal de 30 m/s. En el fondo del barranco existe un pueblo cuya primera casa se encuentra a 150 m de la base del preci​picio.

(a) Calcula el tiempo que el pedrusco está en el aire.

(b) ¿Cuál es el desplazamiento horizontal del pedrusco? ¿Caerá en el pueblo?.

(c) Halla la velocidad del pedrusco en el momento del impacto.

(d) Deduce la ecuación de la trayectoria.

(Respuesta: (a) 4'5 s; (b) 135 m; (c) 30i ‑ 44'1j (m/s); (d) y = ‑0'0054 x² + 100).   

7.2. Caso general de movimiento de proyectiles

Actividad 82

ALGORITMO DE RESOLUCIÓN

En el caso más general, el movimiento de proyectiles tiene lugar en un plano, el cual escogemos como plano XY, con el eje Y vertical y el eje X paralelo a la superficie de la Tierra. Si se elige el sentido positivo del eje Y hacia arriba la aceleración del proyectil es a = ‑g j, con g = 9'8 m/s². Las componentes de la acelera​ción son, entonces,

                         ax = 0

                         ay = ‑g

por lo que el movimiento horizontal es uniforme y el vertical uniformemente variado. Por lo tanto, las ecua​ciones de dichos movimientos son:

           Eje X:          vx = vox
                           x = xo + voxt

           Eje Y:          vy = voy ‑ gt

                           y = yo + voyt ‑ ½ gt² .

Estas ecuaciones pueden simplificarse algo escogiendo el origen de coordenadas en el punto del lanzamiento, de modo que xo = yo = 0.

Las componentes iniciales de la velocidad están relacio​nadas con la rapidez inicial vo y el ángulo de elevación Θ ‑fig. 19‑ mediante:

                                  vox = vo cos Θ
                                  voy = vo sen Θ .








FIG. 19
Actividad 83
Se lanza una pelota al aire con una rapidez inicial de 30  m/s formando un ángulo de 53º con la horizontal.

(a) Halla el tiempo total que la pelota está en el aire.

(b) Calcula el alcance.

(Respuesta: (a) 4'9 s; (b) 88'2 m).

Actividad 84
Considera el caso general de tiro oblicuo con xo = yo = 0. Obtén las expresiones generales de:

(a) el tiempo empleado por el proyectil en alcanzar el punto más alto de su trayectoria

(b) la altura máxima alcanzada

(c) el tiempo que el proyectil está en el aire

(d) el alcance; ¿para qué ángulo de elevación el alcance es máximo?

(e) la trayectoria.

Actividad 85
Durante la primera Guerra Mundial hubo un famoso cañón conocido como el Gran Berta, cuyo alcance máximo en territorio horizontal era de 100 km. Suponiendo que fuese éste su alcance en el vacío, calcula la rapidez inicial. ¿La rapidez inicial real era mayor o menor que la que has calculado? ¿Por qué?.

(Respuesta: 990 m/s).

Actividad 86
Repite el ejercicio de la actividad 61 suponiendo que el pedrusco rueda por un plano inclinado, situado en la cima del precipicio, de ángulo 37º y que la rapidez inicial es de 100 m/s.

(Respuesta: (a) 1'5 s; (b) 120 m; (c) 80i ‑ 74'7j (m/s)).

Actividad 87
Un cazador apunta directamente a una mona que se en​cuentra en una palmera lejana. La mona, que no ha estu​diado Física pero que es una 'listilla', se deja caer de las ramas en el mismo instante del disparo, al ver el resplandor. ¿Será alcanzada por el proyectil?. Explica por qué. 

Apéndice:

Cálculo vectorial
Vector: segmento orientado


Representación de un vector:   

Un vector viene caracterizado pro su módulo, dirección y sentido; 

Módulo:, medida del segmento orientado. Se representa:  
[image: image98.wmf]A o A

uur

Hay que especificar la cantidad y la unidad. 
Dirección: la determinada  por la recta que incluye al segmento.

Sentido: el determinado por la flecha.



Vector unitario: vector de módulo unidad que sirve para determinar direcciones y sentidos de un vector. Se suelen representar por: 
[image: image99.wmf]r

u

r

, para una dirección y sentido genérico, e 
[image: image100.wmf]i, j y k

rrr

para indicar las direcciones y sentidos de los tres ejes cartesianos: 


Representación analítica de un vector
[image: image101.wmf]A
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   :    
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= 
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[image: image104.wmf]r
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= A. 
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Suma de vectores gráficamente: la suma de dos vectores 
[image: image106.wmf]a
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y 
[image: image107.wmf]b
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, que denominaremos 
[image: image108.wmf]s
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, se obtiene, dibujando consecutivamente los dos vectores que se desean sumar y, el vector suma será el que se obtiene al unir el origen de 
[image: image109.wmf]a
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 con el extremo de 
[image: image110.wmf]b
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                                                         la suma de 
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Si queremos sumar 
[image: image119.wmf]b
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+
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, el vector suma será: 
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Como puedes comprobar, la suma de vectores es conmutativa.
Otra forma similar de sumar dos vectores es uniendo sus orígenes y trazando el paralelogramo formado por los vectores que queremos sumar. El vector suma sera  
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Si queremos restar dos vectores 
[image: image127.wmf]a
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y 
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, su diferencia será la suma de 
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 con -
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. Veamos:
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                                       diferencia será  de 
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+(-
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)= 
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Fíjate en la siguiente resta de vectores y razona la posible respuesta: Vamos a coger los dos vectores anteriores
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En lugar de coger dos vectores cualesquiera, vamos a sumar dos vectores perpendiculares: 
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[image: image146.wmf]b

r


                                  
[image: image147.wmf]a

r



                                                        
[image: image148.wmf]b

r


Fíjate bien cual es la solución, ya que esto va a ser esencial para entender la descomposición de un vector en componentes o, dicho de otra manera los componentes de un vector.
Ahora, teniendo presente todo lo que hemos visto de cálculo vectorial: suma de dos vectores y representación de un vector mediante su módulo y el vector unitario, vamos a tratar de representar un vector en función de sus vectores sumandos o componentes y los vectores unitarios  
[image: image149.wmf]i
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 y 
[image: image150.wmf]j

r

.
Fíjate que el vector 
[image: image151.wmf]r
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se puede representa como la suma de los vectores 
[image: image152.wmf]a
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  y  
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[image: image155.wmf]r = a  +  b   y como  a = a   y   b = b 
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Un vector cualquiera  
[image: image160.wmf]a
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 puede representarse en función de sus dos componentes (si estamos en el plano) o de sus tres componentes ( si el vector se  encuentra en  el espacio. Veamos cómo se hace:
Sean 
[image: image161.wmf]i
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 y 
[image: image162.wmf]j
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 vectores unitarios dirigidos en los sentidos positivos de los ejes X e Y ‑fig. 6‑. El vector de posición 
[image: image163.wmf]a
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 se escribe entonces:

                         
[image: image164.wmf]xy
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; también se acostumbra a representarlo de forma resumida (ax, ay)








Fíjate que existe, por el teorema del seno y del coseno, una relación entre el ángulo del vector con los ejes y el módulo del vector:

ax = a cosθ, y lo mismo ocurriría con ay = a cos φ; lógicamente, el cosθ = ax / a; cos φ = ay / a;
En el caso de tres dimensiones:  
[image: image165.wmf]xyz

a = ai + aj + ak
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  o   
[image: image166.wmf]a
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= (ax, ay, az) 







De idéntica manera, si α, β y γ,  son los ángulos que forma el vector, respectivamente,  con los tres ejes cartesianos, x, y y z, se cumple que cos α = ax / a; cos β = ay / a y cos γ= az / a.

Una vez que hemos definido analíticamente a un vector; 
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 (dos dimensiones)


[image: image168.wmf]xyz

a = ai + aj + ak
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(tres dimensiones)

La suma y resta de vectores es muy sencilla, ya que la suma y resta de vectores se realiza sumando o restando miembro a miembro sus componentes: 

Sean dos vectores 
[image: image169.wmf]a 
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y 
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, de componentes:
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¿A qué será igual la diferencia de vectores en componentes?

Otra pequeña cuestión de trigonometría: ¿Si conozco las componentes del vector (ax, ay), cuál es el módulo de dicho vector?








Fíjate, que por el teorema de Pitágoras:  
[image: image172.wmf]22
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Y la relación entre cada una de las componentes, el módulo del vector y el ángulo que forma con los ejes, es:

ax= a cos θ;       ay= a sen θ    y             tg θ= ay/ ax
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